Friithjahr 2023 Einzelpriifungsnummer: 43912

Thema Nr. 2
(Aufgabengruppe)

Es sind alle Aufgaben dieser Aufgabengruppe zu bearbeiten!
Alle Losungsschritte sind sorgfiltig zu begriinden!

Fir a € R und n € N gerade betrachte man die Matrix A, = (a;)1<ij<n € R™", wobei

1. Aufgabe
p
1, falls
a; =94 a, falls
0
So ist beispielsweise
10
0 1
Ay=
0 a

\aO

Zeigen Sie, dass det A, = (1 — a?)? fiir jede gerade Zahl n > 2 gilt.

2. Aufgabe

Fir n € N und A € R*"*" sei die Bilinearform

OA R" x R" — ]R'7 (m’y) = O'A(SL','!/) = <A£L‘, Ay)
gegeben, wobei (-, -) das Standardskalarprodukt bezeichnet.

a) Zeigen Sie, dass die Bilinearform o4 symmetrisch ist.

t+ji=n+1,

1

0

t= g,

sonst.

0

1

b) Geben Sie eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir an, dass o4 ein Skalarprodukt,

also positiv definit ist.

3 0 2

c) Nunselenn=3und A=| g 1 ¢

0 01

Orthonormalisieren Sie die Basis (e1, s, €3) bzgl. 04 nach dem Verfahren von Gram-Schmidt.
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3. Aufgabe

Gegeben sei die reelle 4 x 4-Matrix

1300

\2400

Weiter bezeichne Pols den reellen Vektorraum aller reellen Polynome in der Variablen X vom
Grad < 3. Bekanntlich ist

eine Basis von R2*2 und

€ =X, X XX
eine Basis von Pols.
a) Essei f : Pols — R?*2 diejenige lineare Abbildung, deren Darstellungsmatrix bzgl. der Basen

C und B die Matrix M ist. Geben Sie f(asX®+ asX? + a1.X + aq) (fiir ao,a1,a2,a3 € R)
konkret an.

b) Es sei g : R**? — Pol; diejenige lineare Abbildung, deren Darstellungsmatrix bzgl. der

a b
Basen B und C die Matrix M ist. Geben Sie g( ) (fiir a,b,c,d € R) konkret an.
¢
e e
1 -1 0 0
c) Esist D = I : . eine Basis von R*.
0 0 1 1

ReR e e

(Dies darf ohne Beweis verwendet werden.)
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Es sei h : R* — R* derjenige Endomorphismus, dessen Darstellungsmatrix bzgl. der Basis
D die Matrix M ist. Geben Sie h(x) fur

(

Z1
T2
= € R* konkret an.
z3
T4 }
4. Aufgabe

Es seien n € N und A € R**7,
Beweisen Sie:

a) Ist A symmetrisch, so ist auch A? symmetrisch.
b) Ist B € R™" shnlich zu A, so ist B? dhnlich zu A2.

c) Ist die Matrix A diagonalisierbar, so ist auch A? diagonalisierbar.

5. Aufgabe

Fiir Punkte R, S € R? bezeichne d(R, S) den euklidischen Abstand zwischen diesen Punkten.

Es seien

{=R. und P = € R2.

Fiir t > 0 sei
Q: = {(z,v)" €eR*: d((z,v)", P) =t -d((z,1)7, 0},
wobei d((x,y)",£) den euklidischen Abstand von (z,y)T zur Geraden ¢ bezeichnet.

a) Weisen Sie nach, dass Q; fiir alle ¢ > 0 eine Quadrik im R2 ist.

b) Skizzieren Sie die Quadriken Q, fiir t = % und ¢ = v/2 in einem Koordinatensystem.
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